Roéwnania drugiego stopnia z jedna niewiadoma

Réwnanie postaci ax? + bx + ¢ = 0 nazywamy réwnaniem drugiego stopnia lub
rownaniem kwadratowym. Jest ono szczegdlnym przypadkiem rownania wielomianowego
postaci:

~1
A" + ap_12" "+ ... +ag =0

jesli przyjmiemy n =2, as = a, ay =biayg=c
Jesli w réwnaniu kwadratowym wspolezynnik przy 22 jest réwny jednosci to zapisujemy
je w postaci
2 +pr+q=0

Kazdy réwnanie postaci az? +bxr +c¢=0 (a # 0) mozna zapisa¢ w postaci réwnania
ze wspOtczynnikiem przy 22 réwnym jednosci poprzez podzielenie go przez a. Mamy wiec
axr® + bxr +c = 0, a # 0. Dzielimy réwnanie przez a i otrzymujemy z? + %x +<=0.

Oznaczamy % = p oraz . = ¢ 1 otrzymujemy:

24 pr4+qg=0

Rozwiazania réwnania kwadratowego w niepetnej postaci

A. Jedli b= ¢ = 0, to réwnanie przyjmuje posta¢ ax®> =0 (a # 0).
Rozwigzujac je w zbiorze liczb rzeczywistych otrzymujemy 22 = 0 skad 21 = 0 oraz x5 = 0.

B. Jedli b = 0, to réwnanie przyjmuje postaé: ax®> + ¢ = 0 (a # 0). Rozwiazujac
je w zbiorze liczb rzeczywistych otrzymujemy z? = —< Jesli £ < 0, to =2 > 01

otrzymujemy:|z| = \/—¢, czyli 1 = —/—¢ dla 2 < 0 oraz x5 = |/—< dla x > 0.

C. Jedli ¢ = 0, tor 6wnanie przyjmuje postaé: ax® + bz =0 (a # 0). Rozwigzujac je
w zbiorze liczb rzeczywistych otrzymujemy: x(ax + b) = 0, skad 1 = 0 oraz xs = g

Rozwigzania rownania kwadratowego w petnej postaci

Twierdzenie 1. Jesti ? — dac > 0 (wyrdznik réwnania kwadratowego oznaczany sym-
bolem A), to réwnanie az® + bx + ¢ = 0 (a # 0) w dziedzinie liczb rzeczywistych ma
doktadnie dwa rozwigzania okreslone wzorami:

—b—Vb? — 4dac

= 2a
—b+/b? — 4dac
T =
2a

Dowod
Mnozac obie strony réwnania ax? + bx + ¢ = 0 przez 4a # 0 otrzymamy

4a’x? + 4abx + dac =0



Wykorzystujac wzory skréconego mnozenia mozemy powyzsze rownanie zapisa¢ w po-
staci:

(2ax + b)* — b* + 4ac = 0

Przenoszac dwa sktadniki na drugg strone rownania otrzymamy:

(2ax + b)? = b* — 4ac

Jesli b? — 4ac > 0, to wyciggajac pierwiastek kwadratowy z obu stron réwnania otrzymu-
jemy:

|2ax + b| = Vb% — dac

Roéwnanie ostatnie jest rownowazne uktadowi dwoéch rownan:
—2ar — b= +/b?>—4dac dla 2ax +b <0
2ax + b= +/b?> —4ac dla 2ax +b > 0

Z powyzszego uktadu otrzymujemy dwa rozwiazania:

—b—Vb? — 4dac

= 2a
—b+V/b?% — 4ac
To =

2a

7Z postaci wzoréw na x; i x5 widaé, ze jesli A = b% — 4ac > 0, to z1 # .

Jesli A =0, toz; = —% oraz rs = —% czyli x1 = x».

Jesli chcemy zapisa¢ wzory na rozwigzanie réwnania w postaci a2 4+ px + ¢ = 0, to
nalezy we wzorach na x; i x5 przyja¢ a =1, b = p i ¢ = ¢q. Otrzymuje si¢ wtedy:

! 2 4
P p?
Ty = 2+ 1 q
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Twierdzenie 2. (Viety)

Dowod
_ —b—Vb%2—4ac —b+vb%2—4ac _ —2b _ —b __
T+ T = 2a + 2a =2 @ P
_ —b—Vb2—4dac —b+Vb2—dac __ b2 —(b’—dac) __ dac __ ¢ __
T1x2 = 2a 2a - 4a? 12 a4

Wiasnoéci rozwigzan (pierwiastkéw) réwnania kwadratowego postaci az? + bx + ¢ = 0

(W zaleznosci od wartosci wspotezynnikow a, b, ¢ i wyr6znika A).

Zaktadamy, ze a > 0.

1. Jedli A = b? — 4ac > 0, to réwnanie ma dwa rézne co do wartosci pierwiastki. Jesli
c > 0, to pierwiastki sa tego samego znaku, przeciwnego do znaku wspotczynnika b. Jesli
¢ < 0, to pierwiastki maja rézne znaki, przy czym co do bezwzglednej wartosci wiekszy
jest ten, ktorego znak jest przeciwny do znaku wspotczynnika b.

2. Jesli A = 0, to réwnanie m dwa rowne co do wartosci pierwiastki. (Znak pierwiastkéw
jest przeciwny do znaku wspoétczynnika b).

3. Jesli A < 0, to réwnanie nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych.(sa jednak dwa
pierwiastki zespolone).

Rozktad tréjmianu kwadratowego na czynniki

Wyrazenie az? + bx + ¢ dla a # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym. (Jest to lewa
czgé¢ réwnania ax? + bxr + ¢ = 0). Wyrazenie A = b? — 4ac nazywamy wyr6znikiem
tréjmianu kwadratowego.

Twierdzenie 3 Jesli A > 0, to trojmian kwadratowy mozna roztozy¢ na iloczyn czyn-
nikéw z rzeczywistymi wspotczynnikami:

az® + bz +c = a(z — 1) (x — 22)

gdzie: x1 1 x9 sg pierwiastkami trojmianu kwadratowego.

Dowod
a(z — x1) (7 — 29) = a[r? — Tex — 117 + T179) = a(2® — (31 + T2)T + T172) (1)
(e —b—\/Z+—b+\/Z - —b—VA-b+ VA o)
2a 2a 2a 2a
—2b b — A
— 2 _
—a<x 5 Tt > (3)
2 _ 2
:a<x2+bx+bb+4ac>:a<x2+bx+c>:ax2—|—bx—i—c (4)
a 4a? a a



Postaé¢ kanoniczna tréjmianu kwadratowego

Postacig kanoniczng tréjmianu kwadratowego ax?+ bx + ¢ nazywamy wyrazenie postaci
a(z — p)? + q. Aby dla danego tréjmianu az? + bx + ¢ znalezé posta¢ kanoniczng trzeba
przeprowadzi¢ nastepujace przeksztatcenia:

ar?+br+c = a(:r;—l— gx)+c: a(x2 +ir i B %)4—0: a<x2 + 2z + %)—%—%c:

a(:}c%—%)z—%:a(x—i-%f—f‘a:a(x—p)z—l—q
gdzie: p = —% oraz q= —%

Z postaci kanonicznej trojmianu kwdratowego tatwo uzyska¢ wzory na pierwiastki.
a (m + %)2 — ﬁ =0

Powyzszg réwnosé dzielimy obustronnie przez a i otrzymujemy:

(x + %)2 — % =0

Gdy A >0, to

(e 2)' - () 0

Z wzoru skroconego mnozenia a? — b* = (a + b)(a — b) otrzymamy:
(z+2+¥2)(z+ 5 -%)=0

Czyli (m — %) (x — %) =0

Stad otrzymujemy wzory na pierwiastki tréjmianu:

2a

Graficznie - postaé¢ kanoniczna jest przesunieciem wykresu funkcji y = 22 o wektor
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